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SIMBOLOGIA
A^,Bj,Cj,Dj - coeficientes da equação diferencial lineariza­
da
Bj( - razão da progressão geométrica para o cresci­
mento dos intervalos na direção y
- coeficiente de fricção
D - tensor velocidade de deformação
RfxVf - funçao curvatura --- — -—
R(x) + y
G- . - coeficientes da função solução da matrix tri-
J^gJ * *
diagonal
K - índice de consistência do fluido, N segn m 2
k - define a relação — -— , na interface
U(x)
n - índice de comportamento do escoamento, adimen-
sional
N - constante de valor ^
U 2'n Rn
n+1
P - tensor das tensões
P' - tensor das tensões viscosas
P" - pressão termodinâmica
Reoo - número de Reynolds baseado no diâmetro — — ---
Uíx'! 2-n xn V'VRe(x) - numero de Reynolds em x - ---- —
vw
u - velocidade tangencial
Ur - velocidade para rrr-r = 0.99
0 U(x)
Üètí “ velocidade do escoamento potencial não pertur­
bado .
11
IJ(x) - velocidade do escoamento potencial
v - velocidade normal
V - velocidade definida pela equação (3.6)
x - coordenada na direção do escoamento
y - coordenada normal ao escoamento
6 - espessura da camada limite a — • = 0.99
U(x)
6  ^ - espessura de deslocamento
52 - espessura de momento
ôj - espessura de energia
er - critério de erroo
e - critério de convergência
n r - valor de n em ô
O
n - nova coordenada na direção y
y - viscosidade, kg . m . s-^
— Kv - define a relaçao — para fluidos não-newtonia-
w 1
nos, N kg seg m
Ç - nova coordenada na direção x
p - densidade, kg/m^
2
tq - tensão tangencial na parede, N/m
RESUMO
As grandezas do escoamento laminar incompressível,não- 
newtoniano, dentro da camada limite são obtidas através da uti­
lização de duas equações fundamentais: conservação da massa e 
conservação do movimento.
Foi analizado o problema da placa plana e o de uma 
fonte de escoamento plana.
Para o caso de superfícies curvas dã-se um tratamento 
geral e particulariza-se o problema para o do cilindro circular 
reto. Para o último caso são impostas as condições de sucção 
e deslize na interface do escoamento.
é utilizado como fluido não-newtoniano, aquele que po 
de ser descrito pelo modelo da lei de potência; e foram determi_ 
nadas grandezas importantes da camada limite para diversos índi^  
ces de comportamento do escoamento, podendo ter-se uma idéia a- 
proximada de como o escoamento é  influenciado .pela . . natureza 
reolõgica do fluido.
Com as simplificações próprias da camada limite e 
substituindo-se a equação do modelo, obteve-se um sistema de duas 
equações diferenciais parciais, vinculadas a um sistema de coor 
denadas, adequado para cada problema em estudo.
A equação do movimento torna-se altamente não linear, 
o que dificulta uma solução analítica; sendo assim, contorna-se 
o problema linearizando-se o modelo numérico associado.
0 método de diferença finita utilizado é. um método im 
plícitd, obtendo-se uma matriz de característica tridiagonal o 
que veüi â facilitar a solução numérica.
ABSTRACT
By using the basic equation of fluid motion (conservation 
of mass and momentum) the boundary layer parameters for a Non- 
Newtonian, incompressible and laminar fluid flow, has been 
evaluated.
As a test, first the flate plate boundary layer is 
analized and after, a case with pressure gradient, allowing 
separation, is studied,
In the case of curved surfaces, first the problem is 
developed in general and after particularized to a circular 
cylinder. Finally suction and slip In the flow interface are 
examined.
The power law model is used to represent the stress 
strain relationship in Non-Newtonian flow, By varying the fluid 
exponent, one can then, have an idea of how the Non-Newtonian 
behavior of the flow influences the parameters of the boundary 
layer.
Two equations, in an appropriate coordinate system 
has been obtained after an order of magnitude analysis of the 
terms in the equations of motion is performed.
In the present case the equations are highly non­
linear. This problem is overcomed numerically.
An implicit finite difference technic is used to 
solve the present problem in the computer,
C A P I T 0 L 0 I
1, INTRODUÇÃO
De uma maneira geral os trabalhos mais comuns em flu^ i 
dos não-newtonianos são os seguintes: primeiramente aqueles tra 
balhos cuja ênfase é dada no desenvolvimento de uma expressão 
realística para o tensor de viscosidade ou para alguma componen 
te específica do mesmo, para certa classe de fluido não-newto- 
niano. Essas teorias são geralmente do tipo contínuo ou molecu­
lar. Outros trabalhos, do tipo experimental são voltados ã ca­
racterização e estudo de fluidos não-newtonianos, no esforço de 
obter-se um entendimento mais básico da natureza e comportamen­
to não comum de tais materiais, ou a aquisição de dados preci­
sos num campo de escoamento bem definido, comumente com o intui, 
to de testar uma teoria constitutiva particular; outros estão 
envolvidos com o processamento de polímeros.
Uma análise teórica usando fluidos não-newtonianos com 
preenderia aqueles trabalhos onde a teoria constitutiva ê usada 
para explicar vários fenSmenos viscoelãsticos ou outros;ou e com 
binada com a equação do movimento para resolver um dado problema 
de escoamento.
Também se deve citar aqueles trabalhos que envolvem 
correlações entre calor, massa e transferência de quantidade de 
movimento, bem como experimentos com fluidos biológicos; (GORDON
U I ) .
0 estudo da Hidrodinâmica sofreu com Prandtl (1904) u- 
ma conceituai modificação importante. A teoria da camada limite 
dividiu o escoamento do fluido em torno de objetos em duas re­
giões: uma delgada prõxima do objeto onde os efeitos do atrito 
são importantes (região viscosa) e uma externa onde o atrito po­
de ser desprezado (região potencial).
O objetivo desse trabalho ê a determinação dos parâme­
2tros da camada limite laminar em superfícies curvas sob diver­
sas condições, extendendo-se o estudo tradicional, para o escoa 
mento de fluidos não-newtonianos.
Utiliza-se a equação da continuidade e a equação do 
movimento numa forma tal que permitam a analise do escoamento so 
bre qualquer superfície.
Como modelo para os fluidos usa-se o "Power law" que é 
de simples tratamento matemático e que segundo |2 j tem mostrado 
bons resultados na pratica da engenharia. Analises de ordem _ de 
magnitude, usuais para camada limite, são aplicadas. 0 estudo é 
voltado particularmente para o problema do cilindro e placa pla­
na; faz-se uma rãpida analise para o caso de uma fonte plana de 
escoamento. Utiliza-se para a solução do problema um método por 
diferenças finitas.
Para o problema da placa plana, ACRIVOS 13 J , através da 
transformação de similaridade anãloga a de Blasius, solucionou o 
problema para diversos índices de comportamento (desvio do escoa 
mento em relação ao comportamento newtoniano), obtendo solução 
por similaridade para os perfis de velocidade e para os coefi­
cientes de arraste.
NEVES |4 |, empregando uma forma aperfeiçoada do método 
de Von Kãrmàn-Pohlhausen, estudou os efeitos viscosos em cilin­
dros submersos para índices de comportamento menores que a unida 
de, levando em conta o deslizamento na interface e usando veloci^ 
dade potencial teórica. Ele cita em seu trabalho a importância 
do estudo de bolhas de gás para a industria química e alimentí­
cia onde ê comum o uso de equipamentos em que as operações são 
diretamente ligadas ãs leis que governam o movimento de bolhas 
de gás ou vapor através de fluidos. Como exemplo cita o caso do 
aparecimento de bolhas de gás bidimensionais entre placas paral£ 
las de trocadores de calor e entre placas de eletrodos. 0 estudo 
de bolhas de gás em fluidos não-newtonianos foi c.feito por 
ASTARITA |5 |. BIZZELL e SLATTERY |6 |, usando também um método a- 
proximado, estudaram o escoamento bidimensional e axialmente si­
métrico dando como exemplo a análise de uma esfera para índices de compor
3tamento menores que a unidade. SCHMAL e FIGUEIREDO \7 \ estudaram 
o efeito de sucção e deslizamento na interface para a convecção 
forçada de fluidos sobre um cilindro circular, mostrando solu­
ções para n * 1 e n s 1,2. Um método integral foi usado e para ve 
locidade potencial usaram uma expressão experimental dada por 
Hiemenz.
Em suma a finalidade desse trabalho e apresentar um 
método diferente em coordenadas curvas, levando em conta o efei­
to de sucção e deslizamento na interface para vários índices de 
comportamento do escoamento.
0 estudo de camada limite é muito importante para os 
problemas de transferência de calor e massa. Devido a importân­
cia dos fluidos não-newtonianos na industria química e em proces_ 
sos industriais os fenômenos de transferência tem-se aplicado a 
esses fluidos.
4C A P I T U L O  II
2. TEORIA
2.1 - Generalidades
Os princípios fundamentais que devem ser satis­
feitos para qualquer meio contínuo independentemente de sua 
constituição .interna, são,
- conservação da matéria
- conservação da quantidade de movimento
- conservação da energia
- princípio do aumento da entropia.
Existem ainda leis subsidiárias, algumas vezes chama­
das de relações constitutivas ou equações constitutivas que de­
finem materiais ideais, os quais são modelos matemáticos de clajs 
ses particulares de materiais encontrados na natureza; tais co­
mo ,
- equação de estado para o gás perfeito
- lei de Newton da viscosidade para certos fluidos 
viscosos
- lei de Hooke para solidos elásticos
- lei de Fourier para condução do calor
- equações de Euler para o corpo rígido
- lei de Ohm generalizada
- lei de Fick para a difusão.
Nesse trabalho,estamos interessados em qualquer mate­
rial que seja, pelo menos, de natureza fluida e naquelas hipote
5ses constitutivas que se relacionadas ao campo de tensões, ex­
primam P em termos do movimento, através de equações constitutjl 
vas •
Para.o caso geral de movimento não uniforme de flui­
do, o tensor P das tensões pode ser escrito em termos de uma 
parte isotrõpica P"gik e uma parte não isotrõpica P ’ik
P = -P” g + P' (2.1)
onde g ê o tensor métrico.
Se P" for identificado como a pressão termodinâmica, 
P ’ ê chamado tensor das tensões viscosas, ou tensor desviador 
de tensão caso P” seja identificado como a pressão média, isto 
é :
P" = -  tr P = P”
3 -
Nesse caso (2.1) expressa Pem termos de um tensor si­
métrico de traço zero e um tensor esférico ( LAWRENCE [8] e 
FLUGGE I9 | ).
P' possui a propriedade que o distingue, devido inteji. 
ramente ao movimento do fluido.
A mais geral função linear isotrõpica P de um tensor 
simétrico de segunda ordem D é escrita na forma da lei de
Navier - Poisson:
£ = -P” g + Xtr D g + 2 y D (2.2)
onde X e y são coeficientes materiais (escalares)interpretados 
fisicamente como viscosidades do fluido.
D é o tensor velocidade de deformação
P" é a pressão termodinâmica
Substituindo-se a expressão (2.2) na equação do movi­
mento chega-se a um sistema de três equações diferenciais, co­
6nhecidas, pelo menos quando submetidas a certas hipóteses*, co­
mo equações de Navier-Stokes.
Chamamos de fluidos Newtonianos aqueles que seguem as 
hipóteses constitutivas da lei de Navier-Poisson na região de es­
coamento laminar; o que é verdade para muitos sistemas reais, 
especialmente soluções ou líquidos de baixo peso molecular (não 
polímeros) e praticamente todos os gases.
Para movimento incompressível de fluido Newtoniano, u 
sando-se a expressão (2.2), chega-se ao seguinte sistema:
E = -P" g + 2 y D (2.3)
tr D = 0 (2.4)
P" = P" (pode não ocorrer para (2.5)
uma classe mais geral 
de fluidos)
Aqui u ê uma constante (podendo variar com a tempera­
tura) chamada de viscosidade Newtoniana.
A expressão (2.4) exprime a hipótese de incompressibi
lidade.
É de se esperar que exista uma definição de fluido bem 
mais geral que não seja perfeitamente especificada pelas hipóteses 
constitutivas da lei de Navier-Poisson.
De fato é o que ocorre com um sem número de materiais 
entre os quais podemos citar: soluções e fundidos de polímeros 
de alto peso molecular; suspensões de sólidos em líquidos ou ga 
ses (em particular sistemas em que o sólido esta associado ã fa 
se líquida); asfaltos, tintas e outros.
Chamamos de fluidos não-newtonianos a uma classe de 
fluidos bem mais geral que a precedente que não segue as hipóte 
ses constitutivas da lei de Navier-Poisson.
* Hipóteses de Stokes
7Uma expressão um pouco mais geral que a (2.3) para o 
tensor das tensões seria:
P = -P" g + f(D) (2.6)
onde a tensão extra £' é agora, uma função "f" isotrõpica (sem 
a restrição de ser linear) do tensor velocidade de deformação.
Com essa definição de fluido obtem-se, ainda, uma sim 
pies teoria de viscosidade não linear. A teoria moderna do con­
tínuo para as equações constitutivas, que floresceu nos últimos 
vinte e cinco anos, começa com equações constitutivas funcionais 
bastante gerais para P e procura determinar os limites impostos 
nas formas das equações por certos princípios gerais e vai par­
ticularizando as equações o menos possível.
Esse enfoque tem a vantagem de não ignorar efeitos a- 
coplados entre diferentes tipos de comportamento (térmico e me­
cânico) além de prover muitos resultados gerais aplicáveis a to 
das as especializações possíveis. (LAWRENCE [8] e FLUGGE [9]).
A expressão (2.6) serve muito bem para o propósito do 
presente trabalho.
A reologia, uma ciência bem vasta, é concernente ' â 
procura de uma equação constitutiva apropriada para materiais 
que falham em obedecer, ou a lei de Newton linear para fricção 
(se fluido), ou a lei de Hooke linear de elasticidade(se sóli­
do); além de fornecer um modelo molecular do material.
A mecânica dos fluidos não-newtonianos e a mecânica 
dos fluidos newtonianos podem ser consideradas, como sendo, cada 
uma em si, uma subdivisão da reologia.
A mecânica dos fluidos newtonianos é conhecida como o 
modo de se lidar com todos os problemas de escoamento de tais 
fluidos; e seu escopo pode ser descrito em poucas palavras: en­
contrar a solução da equação de Navier-Stokes para todos os prc) 
blemas a valores de contorno imagináveis. Há somente uma área 
da mecânica dos fluidos newtonianos onde um problema conceituai 
aparece e esta é a turbulência. A razão, é claro, não é que as 
equações de Navier-Stokes falhem quando aplicadas E turbulência,
8mas ao contrario, ê que se procura a descrição do escoamento em 
termos dos valores médios da velocidade e pressão, em vez de em 
termos de seus valores instantâneos que são os que aparecem nas 
equações de Navier-Stokes.
Em reologia e particularmente em mecânica dos fluidos 
não-newtonianos a forma exata das equações do movimènto não são 
conhecidas; seu campo ê muito extenso e requer muito conhecimen 
to para a sua solução.
0 problema fundamental em mecânica dos fluidos não- 
newtonianos. ê o de encontrar soluções para problemas a valo­
res de contorno, através do uso de uma equação consti. 
tutiva apropriada ao problema em estudo devendo-se manter a u- 
tilidade pratica de seus resultados sob contínuo exame crítico. 
Do ponto de vista da matemática aplicada, a solução de proble­
mas a valores de contorno de uma equação de movimento formulada 
apropriadamente pode parecer valer a pena, por si sõ, e então 
ter o valor determinado mesmo que não exista nenhum material que 
obedeça a esta equação, mas não seria uma situação satisfatória 
do ponto de vista da engenharia.
A reologia pode nos fornecer a descrição do comporta­
mento mecânico de materiais reais, sob certas classes de campos 
de escoamento altamente idealizados e também fornecer algum co 
nhecimento das relações entre as propriedades mecânicas exibi­
das nesses escoamentos e a estrutura molecular; mas é altamente 
improvável que a reologia nos forneça em um futuro previsível 
uma equação constitutiva â qual um material real do tipo fluido 
não-newtoniano obedeça sob todos os campos de escoamentos imag^ L 
nãveis (ASTARITA 110 | ).
2.1.1 - Classificaçao dos fluidos
a) Fluidos independentes do tempo:
Representam a classe de fluidos puramente viscosos
9em que a tensão em uma partícula em certo instante independe da 
história da deformação até o instante considerado. Podemos ci­
tar :
a.l) Newtonianos: seguem as hipóteses constitutivas 
da lei de Navier-Poisson.
a.2) Pseudoplãsticos: são aqueles fluidos para os 
quais uma tensão cisalhante infinitesimal é suficiente para se 
iniciar o movimento e para os quais a taxa de crescimento da 
tensão cisalhante com o gradiente de velocidade decresce com o 
aumento do mesmo.
a.3) Dilatantes: para esses a taxa de crescimento da 
tensão cisalhante com o gradiente de velocidade aumenta com o 
aumento desse gradiente.
a.4) Plásticos de Bingham: nessa categoria estão os 
fluidos nos quais uma tensão cisalhante finita é necessária pa­
ra se iniciar o movimento e para os quais existe uma relação li_ 
near entre a tensão cisalhante excedente a inicial e o resultan 
te gradiente de velocidade.
b) Fluidos dependentes do tempo:
Representam a classe de fluidos puramente viscosos 
em que a tensão num certo instante depende da historia prévia 
do escoamento; em outras palavras dependem do tempo de aplica­
ção da ação cizalhante.
b.l) Tixotropicos: são os fluidos em que a tensão ci­
zalhante decresce com o tempo.
b.2) Reopéticos: a tensão cisalhante aumenta com o
tempo.
c) Viscoelásticos :
Representam a classe de fluidos nos quais removendo-
-se a ação cisalhante se recuperam em parte da deformação sofri 
da durante tal ação. Representam a mais geral classe de fluidos 
exibindo propriedades elásticas (onde aparece o fenômeno de re­
laxação do material) e propriedades viscosas que podem ser não- 
newtonianos e dependentes do tempo.
Embora um grande numero de equações constitutivas com 
plexas tenham sido desenvolvidas para materiais viscoelãsticos, 
ainda não foram avaliadas simples equações práticas que fossem 
capazes de descrever quantitativamente o comportamento de mate­
riais viscoelásticos reais sobre a faixa de escoamentos de inte 
resse prático.
Efeitos viscoelásticos podem ser importantes em súbi­
tos mudanças noescoamento, em escoamentos oscilatórios rápidos, 
em escoamentos de alta taxa de cisalhamento como encontrados em 
processos de extrusão e em escoamentos onde ocorrem mudanças na 
seção transversal. (AZIZ [ 11]).
Nesse trabalho, nosso interesse está voltado aos flui. 
dos chamados pseudoplãsticos e dilatantes.
Esse grupo de fluidos apresenta uma "viscosidade apa­
rente" com significado análogo ao da viscosidade propriamente di 
ta, sob o ponto de vista do seu comportamento nos escoamentos; 
sendo por essa razão possível, um tratamento geral para os flui 
dos neivtonianos e esses dois tipos de fluidos.
Já os fluidos não-newtonianos dos demais grupos, não 
podem ser descritos por uma expressão analítica simples, ligan­
do entre si tensão e taxa de deformação. A viscosidade aparente 
dos fluidos desse grupo depende não somente da taxa de deforma­
ção como também do tempo durante o qual a tensão permanece apli. 
cada.
- Pseudoplãsticos: Nesses fluidos as interações intermolecula- 
res decrescem suavemente com o crescimento da taxa de deforma­
ção; esse seria o caso por exemplo: se as partículas ou molécu­
las inicialmente, aleatoriamente espalhadas tendessem a um ali­
nhamento durante o cisalhamento e assim suas interações fossem 
minimizadas. Tal comportamento ocorre mais prontamente com par­
tículas altamente assimétricas, as quais quando o fluido está 
em repouso, estão aleatoriamente emaranhadas umas as outras;
sob o cisalhamento as partículas tenderiam a um auto alinhamen­
to tal que seus eixos maiores fossem paralelos à direção do mo­
vimento. Desde que as oscilações aleatórias são relativamente 
menores para grandes moléculas ou partículas em suspensão, a 
dissipação viscosa de energia entre tal alinhamento de partícu­
las é menor. Esse alinhamento vai se tornando mais perfeito a 
altas taxas de deformação; daí a viscosidade aparente continua 
a decrescer até se alcançar taxas de cisalhamento extremamente 
altas e não ser mais possível daí para frente aumentar-se a per 
feição do alinhamento. Isso vem a explicar porque muitos mate­
riais pseudoplãsticos se aproximam do comportamento newtoniano 
para altas taxas de deformação. Similarmente em taxas de defor­
mação extremamente baixas o balanço entre alinhamento e disper­
são é bem acentuado na direção do último. Assim sendo esse ba­
lanço não é afetado apreciadamente por pequenas mudanças na ta­
xa de cisalhamento e de novo um comportamento newtoniano pode 
ser aproximado. E de se esperar que existam outros fatores que 
acarretam o comportamento pseudoplãstico.
- Dilatantes: Desempenham um comportamento reologico oposto aos 
pseudoplãsticos em que a viscosidade aparente cresce com o cres 
cimento da taxa de deformação. De acordo com a explicação dada 
por Osborne Reynolds (.1888) ele assumiu que esses fluidos quan­
do em repouso consistem de partículas densamente agrupadas nas 
quais os vazios são pequenos e talvez em número mínimo. Existe 
uma quantidade suficiente de fluido somente para preencher es­
ses vazios. 0 movimento ou cizalhamento de tais fluidos a bai­
xas taxas requer apenas pequenas tensões de cizalhamento jã que 
o líquido lubrifica a passagem de uma partícula por outra. Ã 
taxas de deformação crescente o agrupamento denso das partícu­
las solidas ê progressivamente destruido e desde que o agrupa­
mento envolvia inicialmente um número mínimo de vazios existe 
agora insuficiente líquido presente para fazer com que as part_í 
cuias escoam suavemente umas pelas outras. Assim a tensão ciza- 
lhante cresce mais que proporcionalmente com a taxa de deforma­
ção, (METZNER [12]).
Uma formulação de P' para fluidos não-newtonianos ê 
um problema difícil o qual não tem progredido muito do ponto de 
vista teõrico; consequentemente varias descrições empíricas tem
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sido usadas com vãrios graus de sucesso.
Para esses dois tipos de fluidos, acima citados, uma 
expressão muito usada, de simples tratamento matemático, com bons 
resultados e adequada para analizar escoamentos como o de 
Couette, em tubos e canais ê o modelo empírico de Ostwald-de- 
-Waele, ou modelo "power-law", dado pela seguinte relação:
A
n-1
CA: A) } A (2.7)
onde: A = 2D (ver expressão 2.6)
(A:A) ê um dos invariantes principais de A
0 termo entre colchetes representaria para esse mode­
lo a "viscosidade aparente" (ya) e assim a expressão (2.7) pod£ 
ria ser escrita na seguinte forma:
P' =
A expressão (.2.7) ê util para se descrever escoamen­
tos em geometrias complexas e assim se expressar as componentes 
de P' para materiais não-newtonianos em diversos sistemas de 
coordenadas (embora não nos sendo assegurado que os parâmetros 
K e n pudessem ser os mesmos quando determinados em vários ar­
ranjos geométricos), da seguinte maneira:
a) Trocar y na expressão newtoniana por y-j;
b) Inserir a relação para (A:A) no correspondente sis_ 
tema de coordenadas. £ o que se faz nesse traba­
lho. BIRD I13I.
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2.2 - Estudo do Modelo
Na expressão (2.7) k e n são parâmetros característi­
cos do fluido, denominados respectivamente índice de consistên­
cia do fluido e índice de comportamento do escoamento. 0 primei^ 
ro caracteriza a consistência ou "thickness" de um fluido; en­
quanto o segundo ê uma medida de como o fluido se afasta do com 
portamento newtoniano; para n= 1 e K= u temos fluido newto- 
niano. Para um fluido particular K e n são constantes. No caso 
de n>l temos os fluidos dilatantes e para n<l os pseudoplãs- 
ticos.
Alguns valores de K e n são mostrados nas figuras (2.1)
e (2.2).
0  0 ,005 0,01
FRAÇÃO VOLUMÉTRICA 0 0  âOLUTO
F!(í. 8.X -  EXPOENTE V  PARA SOtUÇÕÊ#
AQUOSAS 0 6  AMÔNtA ALOINAOA CAttZ® )
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r iO . 8 .8  -  CO EFIC IENTE K  FAHA 
SOLUÇÕES AQUOSAS O t ANONIA AI.9INA0A 
(  A Z 12®)
Devemos verificar nas figuras que aumentando-se o va­
lor de n o valor de K diminui e vice-versa. Então: quanto maior 
for n menos "viscoso" ê o fluido; e quanto menor for o valor de 
n mais "viscoso" serã o fluido. Posteriormente, nesse trabalho, 
pode-se confirmar esse fato.
Reologistas têm-se oposto ao uso da expressão (2.7) 
baseados em que ela ê puramente empírica, não sendo derivada de 
conceitos físicos. Essa crítica pode vagamente ser considerada 
valida tendo em vista o fato de que "conceitos físicos" sobre 
os quais equações teóricas são frequentemente baseadas, consis­
tem de analogias puramente mecânicas, como molas, "dashpots and 
blocks", os quais tem somente uma vaga equivalência num sistema 
real. Contudo objeções que essa equação não retrata corretamen­
te o comportamento de muitos fluidos reais em bem altas ou bai­
xas taxas de cizalhamento são validas, METZNER [ 12]. De fato se 
analisarmos a "viscosidade aparente" na equação (2.7) veremos 
que para o caso em que D tender a zero e para n<l ya tendera a 
ser infinita e para n > 1 ya tendera a zero. Para D tendendo a 
valores infinitos e para n<l, ya tende a zero e para n>l,ya ten 
de a valores infinitos; resultados esses que fisicamente são ab 
surdos, pois a viscosidade de um fluido real tem um valor fini­
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to; isto é, uma resistência finita ao ci zalhamento, NEVIiS [4]. 
Uma outra restrição ao modelo "power law", é que para fluidos 
reais n não ê constante em toda a faixa de escoamento; por exem 
pio: já foi citado que para altas taxas de cizalhamento o escoa 
mento tende a newtoniano e n tende a unidade. Outra objeção se­
ria que a constante K tem dimensões dependentes de n. Outras e- 
quações empíricas propostas e que também superam algumas das ob 
jeções ã lei de potência são as de: Prandtl, Eyring, Powell- 
Eyring e Williamson. Porém, essas equações conduzem a uma maior 
complexidade de analise. Sendo assim, usa-se o modelo da lei de 
potência que ê adequado em muitas aplicações da engenharia e 
que segundo Neves [4], tem mostrado bons resultados.
2.3 - Apresentação do Problema
Nesse parágrafo serão apresentadas as equações funda­
mentais do problema, bem como suas formas simplificadas próprias 
ao estudo de camada limite. Se fará também uma análise rápida 
das limitações da teoria da camada limite para fluidos não-new- 
tonianos.
2.3.1 - Equações gerais:
Na forma mais geral, as equações fundamentais de um 
escoamento incompressível e na ausência de forças de campo e em 
notação tensorial são:
u * 0 (2.8)
p(úi + u ^ u 1 !- ) = Plk|, FLUGGE [14] (2.9) 
J K
P e dado em termos gerais pela expressão (2.1).
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Vamos considerar escoamento bi-dimensional de um flu_i 
do incompressível sobre uma superfície curva. 0 sistema de coor 
denadas empregado ê tal que o eixo dos x segue a superfície cur 
va e o eixo dos y a ela ê normal a cada ponto. Fig. (2.3):
FIO. 2 .3
Particularizamos o nosso problema para o caso do cilindro já 
que ê um modelo de geometria bem conhecida e suficiente para a- 
tingirmos nossos objetivos; nesse caso R(x) « R = constante.
Em termos de componentes físicas de velocidade u,v e 
•j v
tensão parcial ?' , as equações (2.8) e (2.9) em regime perma­
nente segundo ASTIN [15] e THOMSON [16] em coordenadas ortogo­
nais curvilíneas tomam respectivamente as seguintes formas:
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= p f u 3v
3x
+ f v 3v
3y
(2.11.b)
onde a funçao f ë definida como:
f(x,y) = RCx)
R(x) + y
e R(x) é o inverso da curvatura.
2.3.2 - Equações da camada limite
A análise usual de ordem de magnitude segundo 
SCHOWALTER [17] e PEREIRA FILHO [18] tem sido aplicada a equa­
ção (2.11) para um fluido descrito pela expressão (2.7), (ver'a 
pêndice 1).
Dessa maneira obteve-se as equações da camada limite. 
A expressão (2.7) foi desenvolvida para sistema de coordenadas 
ortogonais curvilíneas e posteriormente simplificada. Fica-se 
então com o seguinte sistema de equações:
a p '
; 12 + 2£ p ,
3y R 12
r 3P" _ r 9U 3uf --- = pf U -- + pv —
3x M S* M 3y
(2.12.a)
3P" . u --- = p f —
3y R
(2.12.b)
Essa última expressão dã o gradiente de pressão reque 
rido para contrabalançar o efeito centrífugo do escoamento em
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torno da parede curva.
f Í  + i 9  + T \ °  (2-13)
p,12 = K (|^ - T )n (2'14)
Substituindo-se (2.14) em (_2.12.a) e eliminando a variável P" 
do sistema empregando como fez SCHLICHTING [19] a equação de 
Bernoulli para uma linha de corrente:
P U 2 u r ï U 2 (x)oo 00 P(x) J V J .—  +   = —;=— + ------  = cte
P









P(x) - Pp (x) = p dy
Substituindo P(x) na equação de Bernoulli
P p W  = Cte - p
7 * 2 f u
R
dy










Substituindo-se essa expressão na equaçao (2.12.a), ficamos com 
um sistema a duas equações e duas incógnitas:








f u 1 
R
dy V r 9uKn (—  
9y
f u-. n-1 
R
l»72
£ _9u + _u_ ^2 
R 9y R2
+ 2 f k çdu
R gy
f u -, n 
R
(2.15)
f 9u ' 9v f v
f «  " T
(2.16)
onde U é conhecida do escoamento potencial.
Para o caso da placa plana as equações (2.15) e (2.16) 
tomam as seguintes formas respectivamente:
u —  + v —  = K n  (— )n_1 — £ (2.17)
9x 9y 9y 9y2 '
e no caso de se desprezar a curvatura ou se a mesma não exis­
tir, temos as seguintes formas:
u w  + v I? ‘ * K n ( l? )n'1 C2-W)oy
(2.20)
3x 9y J
2.3.3 - Condições dc contorno
Para seu estabelecimento leva-se em conta três fatos 
importantes :
0 primeiro é a consideração de sucção na interface, o 
segundo o de deslizamento e o terceiro ê a continuidade do cam­
po de velocidade, na fronteira da camada limite com o escoamen­






2.3.4 - Limitações da teoria da camada limite para fluidos não- 
newtonianos
Da mesma maneira que se faz com o estudo para fluidos 
newtonianos define-se por exemplo: para o problema do cilindro 
e para o modelo "power law" um número de Reynolds geral baseado 





que facilmente se comprova ser um agrupamento adimensional. No 
caso particular em que n = 1 e K = y essa expressão recai no caso 
clássico da definição do numero de Reynolds: (METZNER [12], 
ACRIVOS [3], SCHOVALTER [17])
pRUco
Cabe agora examinar-se brevemente as condições sob as
21
quais escoamentos do tipo camada limite laminar seriam espera­
dos ocorrer, lembrando que as equações da camada limite não são 
exatas, mas sim formas assintoticas de relações hidrodinâmicas 
básicas, quando o numero de Reynolds é alto. Esse estudo foi 
feito por Acrivos [3] e também lembrado por Neves [4] em sua 
tese de mestrado.
As conclusões são as seguintes:
a) Todos os fluidos se aproximam do comportamento new 
toniano se U«, ê suficientemente pequeno e, de acordo com a solu 
ção de Stokes, os termos inerciais da equação do movimento de­
vem ser desprezados;
b) Para n<2, escoamento do tipo camada limite, pode 
ser obtido se é grande e, portanto o número de Reynolds ê fei^  
to suficientemente grande;
c) Para n>2 e moderados valores de U«,, as aproxima­
ções da camada limite devem ser introduzidas desde que Nj^ e >>1 . 
Para altos valores de U«, os termos inerciais devem novamente ser 
desprezados quando N^e 0. Alem disso embora a expressão do nú 
mero de Reynolds nos diga que -+ °° quando -> 0, escoamen­
to de camada limite não ocorre, quando a velocidade caracterís­
tica do fluido é pequena, por causa do modelo "power law", que 
sõ ê valido para valores moderados do gradiente de velocidade,
conforme mostrado por Metzner [12] . fí evidente por tanto 
que quando n>2 a camada limite não ê um estado assintõtico de 
movimento laminar, que ê aproximado, quando ê feito suficien 
temente grande. Quando muito, deve haver um estado intermediá­
rio onde aproximações da camada limite são válidas, que caem en 
tre regiões caracterizadas pelo fato que os termos inerciais nas 
equações do movimento devem ser desprezados. Isto mostra que 
quando n>2 escoamento de camada limite laminar, não são de gran 
de interesse prático, porque seu limite de validade parece ser 
bastante limitado.
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C A P Í T U L O  III
3. TRATAMENTO NUMÉRICO
As equações obtidas no capítulo anterior são altamen­
te não lineares o que dificulta uma solução analítica; sendo as^  
sim, essas equações foram trabalhadas para uma solução numérica. 
Foram adimensionalizadas e sofreram uma mudança de variáveis com 
a finalidade de contornar o rãpido crescimento da camada limite 
na direção x.
Seguiu-se a discretização em torno de um ponto genéri^ 
co ^x+1/2 j e Posteri°rmente a linearização das equações.
Para a solução do sistema de equaçSes parabólicas uti_ 
lizou-se um método numérico implícito de diferenças finitas 
(SMITH [20], CARNAHAN [21], AMES [22]) aproveitando-se a carac­
terística tridiagonal das equações. Esse método não oferece res 
trição quanto ao tamanho da malha de diferenças finitas, porém 
a única dificuldade é que quanto maior o incremento na direção 
x, menor a precisão dos resultados.
3.1 - Adimensionalização
As equações (2.15) e (_2.16) foram adimensionalizadas 
segundo novas variáveis:
U r+ ■ V ■u = _ fisico . v = físico (3a)
u(x) U (x)
e para as variáveis independentes fez-se a transformação(em ana
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logia a PEREIRA FILHO [ 18] para fluidos newtonianos) de x para 






n -  1
(3.3)
N
onde N é em geral uma função de E, e ê determinado com o requeri^ 
mento de que rig seja constante.
Resolvendo (3.3) para N obtemos:
ln U(.x)





Para camadas limites onde o perfil de velocidade e espessura <5 
variam rapidamente o valor de N também varia rapidamente e as­
sim um longo procedimento de iteração seria requerido para sem­
pre se satisfazer a expressão (3.3). Uma outra alternativa ê es 
pecificar N como constante. SCHLICHTING [19] aconselha para ca­
mada limite laminar (newtoniano) o valor 0.5. Para o presente 
caso foi verificado que se N = se obtém para a placa pla­
na (além de constante) solução por similaridade recaindo-se 
para n = 1 (newtoniano) na famosa solução de Blasius. Isso foi 
analisado tomando-se as equações (2.17) e (2.18) e transforman­
do-as em uma equação diferencial ordinária em ri em analogia a 
Blasius. Com isso verificou-se a condição N =— jrj • Para problemas 
com gradiente de pressão manteve-se o mesmo valor para N, porem
o valor de rig é aos poucos corrigido conforme se vera. Com a
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utilização dessas relações, as equações (2.15) e (2.16) serao 
respectivamente: (ver apêndice 2)
(2ç)2N f u |u + V |H . (2ç)2N _ f _ ^ {1 - uz + 2
H  "f u 
Rn
dri +
fu n(--l) 2N g+ ------ n----  } +  (2ç)2 N £ { 3
Rn 9Ç
C 2  -C 2  XT








_f_ 3u + f 2u
Rn 3n Rf|2
3u fu -> n _f_ 
Rn Rn
(3.4)
(2Ç)2N f + (2Ç)2N fu -  —  ( ^ l 2) + iy. +
Uy dÇ n 3n
(20 2N u f N f ¥ 
Rn
= o (3.5)
onde a nova variável V introduzida ê função de v:
v = V




R (x) U nx
N — 
(2£) v n v- J w
(3.7)
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dUxteremos a equaçao para a placa plana ou mantendo-se --- / 0 se
ria o caso proprio para o estudo de canais divergentes ou con­
vergentes ou outras situações.
3.2 - Discretizaçao
Dado o comportamento da camada limite foi conveniente 
escolher-se uma malha variável com pequenos intervalos próximo 
a parede e cada vez maiores à medida que a distância da parede 
cresce, tendo em vista que as variações das propriedades nas pro 
ximidades do campo do escoamento principal são menores. Assim a 
relação entre dois intervalos adjacentes ê tal que Ari-=13^  .An- on 
de (BK>1). Na outra direção (Ç) a malha pode ou não, ter inter 
valos constantes dependendo do caso analisado. Para superfícies 
com pequeno raio de curvatura é conveniente que AÇ seja variá­
vel. Afigura 3.1 mostra a malha de diferenças finitas.
A discretizaçao das equações foi feita em torno do pon 
to genérico e médio P. 0 valor de uma função nesse ponto é dado 
por:
(3.8)
í  Cfi.j * V i j  * Fi,j + i + Fi u , j+l> (3'9)
As derivadas com respeito a n e í são aproximadas com precisão 
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i + í j
F - F + F - F
= í +1 ,J + 1 i + 1, j-1 i , 3 +1 i.J-1
2(Anj + Arij-l)
(3.11)
Desde que ê difícil aproximar a derivada segunda com precisão 
de primeira ordem, ela ê discretizada da seguinte maneira:
32F
3r,2
F . - F F - F
l + l, 3 + 1 1 + 1,3 + i,j+l i,j
i+i j aV Anj + Anj (Anj +
F. . - F. . ,
1,3 1,3-1
Anj-lfArij + + Anj-1>
(3.12)
Os termos não lineares que aparecem na equação do movimento são 




A . 1 . 0 . Fj+1,3+1,&-1 Fi+I,j-1,&-1 + Fi,j+1,A-1 Fi,j-1,&-1
m
onde i representa a iteração atual e l - l  representa a anterior. 
O próximo passo ê introduzir essas formas na equação (3.4) e as 
sim a equação do movimento toma o seguinte aspecto:
(ver apêndice 3 para os detalhes)
A equação (3.13) forma um sistema tridiagonal de equações linea
res as quais podem facilmente serem resolvidas para o vetor
u. . . se conhecermos a distribuição previa de u. .. Esse sis- í+l.j^ v_ ^ i,j
tema é constituido de equações com incógnitas onde
Np é o número de pontos na direção y.
A solução para esse sistema ê dada por AMES [22] e po 
de ser assim expressa:
Fi*l,j = Gj Fi*l,j+1 * Sj t3-14)
Começa-se o cálculo pelo ponto mais alto da camada limite indo-
se em direção à interface. Sendo assim, o valor F. , . ê o des 
* _ i+l,3 -
conhecido. Na expressão (3.14) os valores de Gj e gj são:
A.
G = - ----- 2----  (3.15)
B. + C. G. ,J J J-l
D. - C. g. ,
g = ---- ]-- ill_ (3.16)
J B. + C. G. ,J J J-l
As mesmas expressões estão sujeitas as seguintes condiçoes de 
contorno:
u/j = 0 • -> G^ = 0 e gj = 0
u'i = K •* Gx = 0 e g^ = k (deslize na interface)
As formulas (3.15) e (3.16) devem ser aplicadas começando-se da 
interface.
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Se analisarmos os coeficientes na expressão (3.13), 
(ver apêndice 3), veremos que o método tridiagonal exige o co­
nhecimento da função numa estação anterior para a determinação 
da mesma na estação atual. Assim, fornece-se para a estação ini^  
ciai (i = 1) perfis de velocidade (ver capítulo 4).
De acordo com o que se falou na seção (3.1) ê necessã 
rio se corrigir o valor de rig ou ^máximo’ assim deve-se variar 
o numero de pontos Np na direção n*
Como tradicionalmente ê feito para a camada limite es; 
colheu-se u^ = 0.99 como ponto de calculo para a espessura da 
mesma. Assim assume-se que no contorno superior da camada limi­





onde Cg ê um pequeno critério de erro prê-fixado. Em diferença 
finita a expressão (3.17) fica:
ui+1,Np - ui + l ’Np_j s AnNp.1 (3--18)
Com o uso da expressão (3.14) e lembrando que para n = 
u^ = 0.99, a expressão (3.18) toma a seguinte forma:
uó í;L " GNp_1  ^ §Np_i - AnNp_1 e<S (3.19)
que quando satisfeita fornece o numero Np de pontos na vertical.
Foi especificado o valor de 6 x 10’  ^ para e^. Para cada estação
é desenvolvido um certo numero de iterações; assim é necessário
um critério para saber-se quando obtêm-se convergência. Depois
de se calcular u.., . „, se recalcula os valores de V. 1 • comi + l , j . £  1
a equação da continuidade. E assim o ciclo iterativo L prosse 
gue até que a convergência para j é conseguida. O crité-
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rio usado ê apresentado por PEREIRA FILHO [ 18] e ê assim defini 
do:
Ui+1,2,& ~ ui+l,2,£-l <
Ui+1 ,2,l-l
onde e foi prescrito na faixa (0.0005 - 0.001).
Devemos observar que para a determinação de j a-
tual é necessário o perfil V. 1_ assim deve-se ter para o i-
■r ~  o  ’  i)
m e i o  das operaçoes um perfil ^paraV. Foi usado o valor nulo 
(V=0) como poderia se ter usado a expressão (3.6), fazendo v=0:
v " ( 2Çj2N 
v. i . = -w- v  -- f . u
1+T.J 1 , 3x
2  u  n
x  2
As condições de contorno para n = 0, com o auxílio de (3.6) fi­
cam :
para v = 0 -+ V = 0 (sem sucção na interface) 
para v< 0 -+ V=v(2Ç)^ (com sucção na interface)
3.3 - Procedimento Computacional
Pode-se resumir nos seguintes passos:
a) Juntamente com as diversas constantes entra-se com 
uma expressão algébrica para o perfil de velocidade inicial 
(u- .) bem como para a espessura inicial da camada limite. A su 
brotina TABLE2 tem a função de adaptar o perfil de velocidade à 
malha de diferença finita e fornecer o número inicial, de pon 
tos na vertical.Poderrse-ia entrar com valores experimentais.
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b) A distribuição de pressão pode ser fornecida anal L^ 
ticamente (pressão teórica) ou na forma discreta, com o auxílio 
de uma função de interpolação lagrangiana; isso é feito através 
da subrotina PREDIF. No presente trabalho utilizamos para o es­
coamento potencial a velocidade teórica U(x) = 2 U^sen^) ; des^  
sa maneira trabalhou-se em termos de velocidade. Um perfil expe 
rimental poderia ter sido usado.
c) Com os dados acima e fazendo-se inicialmente
= 0 e ui + i - = u- ., soluciona-se o algoritmo tridiagonal £ 1 -1* » J ’ J
para a equação do movimento, testando-se simultaneamente o va­
lor de N . Determina-se assim, o valor de u. , . e com o auxí- 
p _ 1 + 1 , j
lio da equaçao da continuidade, determina-se o novo valor de
V- 1 .. 0 ciclo iterativo prossegue até satisfazer o critério
2 ’ ^
de convergência prê-estabelecido. Se depois de dez iterações, u 
sando-se AÇ constante não se alcançar convergência, toma-se a 
metade de A£ e continua-se o ciclo. Estando satisfeito o crité­
rio de convergência, calcula-se os parâmetros importantes da ca 
mada limite para logo em seguida se ter a saida dos resultados.
d) Depois de (c) nova estação serã calculada, recome­
çando-se todo o processo iterativo. Quando atingir-se o ponto 
em que as hipóteses da camada limite não são mais validas, pa­
ra-se o programa. Para a placa plana isso é feito a partir . do 
momento em que se consegue similaridade.
Um diagrama de bloco ficaria:
PRE 01F 
DIST^BUICÂO
P R E S S Â O
r\ T A B L E  2F fU T I*  (MCtAfi
|a«g8TAÇÀ0° I* ESTA ÇAO |------5-------- < ) — -
EOUACAO DO MOVIMENTO
U i






SA ID  A DOS 
RESULTAOOS
ES TAC FIN AL
CALC ULO  OOSPARAMETROS>--------------- IM PO R TAN TES
OA C. L
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C A P Í T U L O  IV
4. ANALISE DOS RESULTADOS
A melhor análise para um processo numérico ê a compro 
vação com a solução analítica exata, Quando isso não for possí­
vel, recorre-se a trabalhos experimentais.
0 método de cálculo do presente trabalho é comparado 
no caso da placa plana com Acrivos [3] para fluidos não-newto- 
nianos e Blasius (para fluido Newtoniano). Para a fonte plana 
de escoamento, compara-se o método com SCHLICHTING [19] para 
fluido newtoniano e extende-se a fluidos não-newtonianos. Para o 
caso do cilindro, compara-se o método com Neves [4], Slaterry 
[6], Figueiredo [7] (para fluidos não-newtonianos e também new- 
tonianos) e com SCHLICHTING [19] exclusivamente para fluido new 
toniano.
4.1 - Resultados Obtidos
Traçou-se diagramas de velocidade, tensão na interfa­
ce e das espessuras da camada limite sob certas condições de 
contorno.
4.1.1 - Diagramas de velocidade 
Foram registrados:
1
u y Rexn+T 




Na figura 4.1 aparecera os perfis similares de veloci­
dade para os pseudoplãsticos em perfeito acordo com ACRIVOS [3], 
e newtoniano de acordo com a solução de BLASIUS. Para índices 
de comportamento do escoamento cada vez menores que a unidade a 
"viscosidade" vai aumentando. De fato ê o que se observa na fi 
gura 4.1, através do aumento da espessura da camada limite no 
sentido decrescente de n. Observa-se também que o fluido de 
n=0.5 tem um comportamento aproximadamente Newtoniano numa boa 
faixa dentro da camada limite.
W
Y r ex n + 1
x
Fig. 4.1 - Perfis de velocidades sobre 
a placa plana para fluidos 
pseudoplãsticos.
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Na figura 4.2 vemos os perfis similares para os flui­
dos dilatantes. Pode-se verificar que â medida que n cresce a 
"viscosidade" diminui ou diminui a espessura de camada limite; 
observa-se que para altas taxas de deformação esses fluidos tem 
aproximadamente um comportamento newtoniano. Esses resultados
também estão em acordo com ACRIVOS [3]. Para a fonte plana de
u Yescoamento, temos os g r á f i c o s --- - versus — , onde usou-se pa-
a 6




Fig. 4.2 - Perfis de velocidades 




Apresenta-se os resultados para n = 0.5 - n = 1 - n=2, 
nas figuras- 4.4, 4.5, 4,6, onde aparecem em cada grafico três 
curvas de velocidade. Para fluido newtoniano o ponto de separa­
ção esta a aproximadamente - = '1,21 independentemente do Engulocl
de divergência; resultado de acordo com SCHLICHTING [19].Pag.211. 
Observa-se que para pseudoplãsticos n = 0.5(maior"viscosidade”) o 
ponto de separação é mais distante aproximadamente 1,25 e para 
dilatante n = 2 (menor"viscosidader’) esse ponto ê mais adiantado 
estando entre 1,16 e 1,17.
Fig. 4.4 - Perfis de velocidade numa fonte 









Fig. 4.5 - Perfis de velocidade numa fonte pla­
na para fluido newtoniano.
u
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Fig. 4.6 - Perfis de velocidade numa fonte pla­
na para um fluido dilatante.
4.1.2 - Analise do coeficiente de arraste
1. Placa Plana:
Obtidos os perfis de velocidade, calculou-se através 
da subrotina DER a derivada da velocidade na parede e com isso 





Tabela 4.1 - Valores dos coeficien­
tes de arraste para a 
placa plana.
n
c f  ( n 1
BLASIUS APROXIMADO ACRIVOS PRESENTE
TRABALHO
0 .2 0 ,7 5 0 0 ,8 7 2 5 0 .6 7 2 4
0,5 0 ,51 « 0 .87 55 0 ,5 8 7 0
1.0 0,"532 0 ,3 2 5 0 3 5 2 1 0 ,3 3 4 0
» .S 0 , 2 3 * 0,2169 0,2193









Na tabela 4.1 aparecem os resultados comparados com
[3] (exatos) e com o método devido a Pohlhausen (aproxi 
também aparece a solução de BLASIUS para n = 1 (Newto-
39
Da mesma maneira calculou-se Cf (x) para a fonte plana 
com n = 0.5, n = 1, n = 2, Podemos verificar que â medida que n 
cresce a "viscosidade" diminui e se n diminui a "viscosidade" 
aumenta; o que vem a mostrar o adiantamento ou atrazo do ponto 
de separação. Para n = 1 o resultado esta de acordo com 
SCHLICHTING [l9].(Fig. 4.7)
Fig. 4.7 - Valores dos coeficientes de 
arraste para a fonte plana.
2. Cilindro:
' 1  ^ .. ■ — . ■
Na figura 4.8 aparecem os valores de — Recon+
pU 2 
^  00
versus <p = — , para diversos valores de n. Devemos observar que 
para n > 1 os valores dos coeficientes de arraste são maiores que 
os coeficientes dos fluidos de n< 1, para escoamento acelerado.
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Para regiões coino proximidades do ponto de estagnação e ponto 
de separação,são menores, onde podemos observar um adiantamento 
do ponto de separação. Para n<l, ocorre o inverso. Para n = 1 os 
resultados estão de acordo com SCHLICHTING [19] estando o ponto 
de separação aproximadamente em 107°. Para n < 1 os resultados 
estão qualitativamente de acordo com NEVES [4] e ressalvadas as 
diferentes condições estão em acordo com SLATERRY [6]. A faixa 
dos valores do ponto de separação vai de 115° a 122°. Para n > 1 
os resultados estão (ressalvado o uso no presente trabalho, de 
perfil de velocidade potencial teõrico) qualitativamente de a- 
cordo com FIGUEIREDO [7] e a faixa dos valores dos pontos de se 
paração vai de aproximadamente 99° a 102°. Os valores dos pon­
tos de separação são aproximados jã que ê difícil aproximar-se 





Fig. 4.8 - Coeficiente de arraste para o ci 
lindro.
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Nas figuras 4.9 e 4.10 aparecem o efeito causado pe­
la sucção na interface, para n = 0.5, n = 1 e n=1.5, onde
v = — PaI.e —^  = constante. Essa condição foi aplicada a partir 
U ( x )
de aproximadamente 10°. Observa-se que a partir que n aumenta
Fig. 4.9 - Coeficientes de arraste com sucção na interface.
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("viscosidade'' diminui) os efeitos da sucção são cada vez meno­
res. Para n= 0.5 e mesmo com v = -0,0005 valor menor que -0,001 
temos ainda um efeito bem maior do que para n= 1. Como era de 
se esperar, os pontos de separação são deslocados para ângulos 
maiores, fato que vem a mostrar um controle sobre a camada limi. 
te. Para n= 1.5 os efeitos começam a aparecer somente a partir 
de um ângulo de aproximadamente 26°. Para todos os fluidos,, o e 
feito de sucção é mais acentuado na região de desaceleração do
To n+1
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Fig. 4.10 - Coeficiente de arraste com sucção na interface.
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escoamento. Esses resultados estao qualitativamente de 
com o trabalho de FIGUEIREDO [7] para n = l  e n=1.2.
Nas figuras 4.1 1 e 4.12 mostramos os efeitos do 
mento na interface para n=l, n=0.5 e n=1.5.
acordo
desliza







Fig. 4.12 - Coeficiente de arraste com deslizamento 
na interface.
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Em sua tese de Mestrado NEVES [4] mostra que a varia­
ção dos valores do coeficiente de arraste ê inversamente pro­
porcional a k isto ê, se aumentar k (diminui atrito) os valo­
res do coeficiente.de arraste diminuem e vice-versa. Nesse tra­
balho usou-se apenas 0 valor k=0.04 a guisa de exemplo NEVES
[4] justificou a hipótese de que 0 valor de k ê muito pequeno, 
pode ser admitido como constante e seu valor máximo está em tor 
no de 4,6°í da velocidade do escoamento externo. Teoricamente os 
valores deveriam ter,os seguintes limites:
k = 0 escoamento em torno de corpos solidos 
k= 1 escoamento ideal.
Devemos observar nas figuras 4.8 e 4.9 que com o au­
mento de k os valores do ângulo em que se dá a separação tendem 
a aumentar, pois aumentando-se a velocidade de deslizamento, o 
escoamento tende a se aproximar cada vez mais do escoamento po­
tencial. Podemos verificar esse fato nas figuras acima citadas 
pela inversão das curvas na região próxima aos pontos de separa 
ção. Esses resultados estão qualitativamente de acordo com 
NEVES [4] e FIGUEIREDO [7].
4.1.3 - Análise das espessuras da camada limite
Elas são calculadas pelas seguintes formulas
Placa Plana:
(.1 - u) dy
u ( 1 - u ) • dy
, C°




f Cl - u) dy sem deslizamento
f [ 1 - (1 - k) u] dy com deslizamento
5 2 f u (1 - u) dy sem deslizamento
£ u [ (1 - k) - u] dy com deslizamento
f u (1 - u ] dy sem deslizamento
A espessura 6 da camada limite ê calculada como o va­
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Os resultados aparecem para a placa plana na tabela
4.2 e para o cilindro a partir do grafico 4.12. Na tabela são 
mostrados os valores de
~ r . n n+1 l f -1 n n+l<5(x) Rex <S x (x) Rex




bem como a relação ou fator de forma !a
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Observa-se que os valores de 6^, ô2> 6^ passam por 
um mãximo nas proximidades de n=0.5; a espessura ô aumenta  ^ â 
medida que n decresce ("viscosidade" aumenta) e a relação
2
aumenta à medida que n também aumenta. Os valores de <5 estão .deo  1
acordo com BLASIUS e ACRIVOS [3], Os valores de 6,, ô' ó,, —
— $  ? 
para fluido Newtoniano, são comparados com os valores de 
BLASIUS.
- Cilindro: Para o caso de deslizamento na interface, a introdu 
ção de 5^ e <$2 ê feita de maneira análoga a SCHLICHTING [lâ] , 
integrando-se primeiramente a equação do movimento em relação a 
y, eliminando a componente v da velocidade com o auxílio da e- 
quação da continuidade, com a condição de que (NEVES [4]):
para y = 0  u = k U(x) v < 0  
para y = 6 u = U(x)
As espessuras 6^ e ô2 representam respectivamente a 
massa de fluido e a quantidade de movimento que deixam de pas­
sar numa espessura 6^ e ó2 > devido ao atrito.
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Nas figuras 4.13, 4.14 e 4.15 estão os valores de 6^ 
qualitativamente de acordo com NEVES [4] que conforme lembrou 
em sua tese de Mestrado, verifica-se que os resultados não es­
tão de acordo com a definição clássica de 6^. A definição clás­
sica ê:
f (U (x) - u) dy = f U(x) dy - f u dy
= massa de fluido relativa ao escoamento potencial — massa de 
fluido relativa ao escoamento da camada limite. Com deslizamen­
to temos:
f 00 /• 00




f k u dy representa a massa c
f u dy
vido ao deslizamento. Essa contribuição^ê nula quando k = 0  (s 
perfície sõlida); à medida que aumenta o valor de k, maior ser
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Fig. 4.14 - Espessura de deslocamento







Fig. 4.15 - Espessura de deslocamento.
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a contribuição do deslizamento fazendo com que os valores de 
aumentem, atê que para k = 1 (escoamento j.deal) , ->• seria
daí a própria espessura do escoamento potencial, Para k = 0 e 
n = 1 os resultados estão de acordo com SCHLICHTING [19], Para o 
caso de sucção na parede (e k = 0), observa-se um decréscimo nos 
valores de 6^; resultados que eram esperados, À medida que n 
cresce as influências da sucção e deslize vão diminuindo.







Fig. 4.16 - Espessura da perda de quantidade 
de movimento.
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6 ? n+1 





Fig. 4.17 - Espessura da perda de quantidade 
de movimento.
Vemos que aumentando-se o valor de k os valores de <$2 diminuem., 
Fisicamente esses resultados são os esperados pois um aumento 
de k, corresponde a um aumento da quantidade de movimento den­
tro da camada limite, Um fato importante é que para fluidos não-
i T— •— ---1-- - ----1------- r
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Fig. 4.18 - Espessura da perda de quantidade 
de movimento.
newtonianos (n < 1) os valores de 62 são maiores perto do ponto 
de estagnação, diminuem de valor, passam por um mínimo e depois 
crescem como no caso dos fluidos newtonianos. Uma possível ex­
plicação pode ser dada lembrando que 0 modelo "power law" para 
valores baixos da taxa de cizalhamento falha na representação 
das características dos fluidos não-newtonianos. Os valores..da 
taxa de deformação são muito pequenos perto do ponto de estagna 
ção e se analizarmos a viscosidade aparente (conforme discutido no capí­
tulo II), os valores da mesma tornam-se bastante grande. Daí para 
valores de x pequenos a espessura 6^ sofre uma grande influên­
cia desses altos valores da viscosidade e apresenta valores maio 
res, decresce com o aumento da taxa de deformação e para valo­
res moderados da mesma, a viscosidade aparente varia pouco, ha­
vendo uma influência mais acentuada do valor de x na espessura 
da camada limite, fazendo com que <$2 cresça com o aumento da 
distância x. Para os fluidos dilatantes n < 1 a viscosidade apa­
rente perto do ponto de estagnação'ê pequena e assim observa-se 
na figura 4.18, sempre crescimento da espessura de momento. 0 mesmo 
fato ê verificado para a espessura de deslocamento. Para o caso 
de sucção, verifica-se um decréscimo nos valores de ô2-
- 1 1 r
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Nas figuras 4.19 e 4.20 temos os valores das espessu­
ras de deslocamento e da perda de quantidade de movimento para 
n = 0.2 e n = 2 , respectivamente, onde pode-se observar um efei^  
to mais acentuado no fato comentado acima. Para efeito de compa 
ração de resultados, apresenta-se na figura 4.21, os valores da 
relaçao — , espessura da perda de energia sobre espessura da 
perda de 2 quantidade de movimento, para diversos .índiees de
comportamento do escoamento; resultados esses qualitativamente 
em acordo con) FIGUEIREDO [7] para n = l  e n = 1.2 .
\
Fig. 4.19 - Espessura de deslocamento e da 
perda de quantidade de movimento.
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0  2 0  4 0  60 8 0  100
Fig. 4.20 - Espessura de deslocamento e da 
perda de quantidade de movimento.
ô3
^2
20 4 0 6 0 ao 100« 4>
Fig. 4.21 - Relações entre as espessuras 
da perda de energia e as de 
quantidade de movimento pa­
ra diversos tipos de fluidos.
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4.2 - Analise Final
4.2.1 - Dados iniciais
0 maior problema que apresenta o método do presente 
trabalho ê o conhecimento do perfil inicial de velocidade u(l,j ) 
e da espessura 6(1) da camada limite, para os diversos tipos de 
fluidos.
A não utilização de um perfil de velocidade adequado, le­
vou o programa a consumir um tempo excessivo para o mesmo nume­
ro de estações e os valores obtidos não eram precisos. 0 numero 
de pontos iniciais na vertical Np depende desse perfil. Para a 
placa plana usou-se um polinómio do sexto grau para todos os tji 
pos de fluidos:
u(l,j) = 2(|)- 5(|)4 + 6(|)5 - 2(|)6
Para a fonte plana de escoamento, utilizou-se um polinómio '-do 
terceiro grau do tipo:
u(i^  ■ ! (? -  f í ’3 
Para o caso do cilindro usou-se dois perfis senoidais:
u(l,j) = sen(l,531 + 0.04) com deslizamento
6
»
u (1, j) = sen (í- X)l ò sem deslizamento
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A espessura inicial da camada limite foi o fator mais 
importante e vital para o perfeito andamento do programa. Os seus 
valores precisam ser muito próximos dos valores corretos, pois 
são fatores determinantes para a geração do numero de pontos Np 
iniciais na vertical e para a adaptação do perfil inicial de ve 
locidade na grade, Não sendo essa espessura aproximadamente cor 
reta, todos os resultados nas estações posteriores estarão fora 
da realidade. A falta de valores corretos para ô(;l) ê uma das 
causas primordiais para alguns resultados não tão satisfatórios,
No presente trabalho achou-se uma.expressão analítica 
para 6(1) em função do índice de comportamento n, usando-se a 
expressão integral da. quantidade de movimento de Von Karman:
•—  U
dx 00
(U - u) dy + — -
00 7 dx
u(U - u) dy
Jo
onde T 0 ê a tensão na parede, sendo tomada do modelo "power 
law" e u deve ser o perfil inicial de velocidade adotado. De­
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A determinação do coeficiente de arraste ê função do 
escoamento na interface. Quanto mais pr5ximo dela estiverem os 
primeiros pontos, mais real devera ser os resultados; porem quan­
to menor forem os intervalos iniciais, maior serã a quantidade 
de pontos na direção normal ao escoamento. Assim existe um nume 
ro ideal de pontos na vertical que além da precisão, fornece u- 
ma malha econômica em tempo de maquina.
Para todos os casos da placa plana e da fonte plana, 
usou-se os valores: An(l) = 0.012 e BK = 1.01, obtendo-se:
- Placa plana:
n = 0 . 2 
n = 0. 5 
n = 1 








n = 0 . 5 







Para todos os casos usou-se os valores; An Cl] = 0,025 
e BK = 1,03, obtendo-se;
n = 0. 2 , .. . 79 pontos
n = 0 . 5 , .. . 53 pontos
n = 1 « •, . 40 pontos
n = 1. 5 , ,. , 36 pontos
n = 2 . . 34 pontos
0 número de pontos na direção Ç influi na precisão dos 
resultados. Diminuindo AÇ aumenta-se o número de pontos e me­
lhora a precisão porem, aumenta o tempo global de computação e 
vice-versa. Esse fato permite a determinação de um intervalo o- 
timo dentro da precisão estabelecida. 0 caso do cilindro foi o 
que apresentou o maior tempo de computação por estação; aproxi­
madamente 0,98 seg em média (esse tempo é também função de n), 
num total médio de aproximadamente 1100 estações. Inicialmente<7
AÇ em termos físicos fez-se da ordem de 10 graus em 1000 esta 
ções, dando no final um avanço de Io para que se garantisse no 
início um perfil de velocidade jã aproximadamente estável.
4.2,2 - Conclusões
Os resultados encontrados para os três casos quando 
comparados com ACRIVOS [3], SCHLICHTING [19']., BLASIUS, FIGUEIRE 
DO [7] e NEVES [4] são tidos como bons, porém sempre serã possj! 
vel alguns refinamentos, como por exemplo:
1. Na própria espessura inicial da camada como também 
do perfil inicial de velocidade.
2. No valor de N que no caso foi mantido constante e 
igual a . ê possível encontrar-se o melhor valor para cada 
situação ou se necessário obter-se uma função N(x).
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3. No critério usado para se testar o número de pon­
tos na vertical Np devido ao crescimento da camada limite, Esta 
ê uma questão de vital importância; uma alta frequência de tes­
tes vem a prejudicar os resultados e talvez a convergência já 
que esses testes sâo feitos a partir de determinados numero de 
iterações e estações. Provavelmente para cada tipo de fluido de 
veríamos usar um critério diferente já que o crescimento da ca­
mada ê função do índice de comportamento do escoamento (n) • Ne_s 
se trabalho foi mantido o mesmo critério para todos os fluidos. 
Outro fato interessante é que para os casos de sucção na. inter­
face devemos testar menos frequentemente o numero de pontos "Np 
na vertical já que o crescimento da camada limite ê mais suave.
4. Na discretização das equações. As não linearidades 
existentes foram sempre consideradas conhecidas Cda estação an­
teriormente calculada). Ê possível obter-se melhores resultados 
quando este artifício for evitado,
Além do que foi falado acima, algumas sugestões para 
futuros trabalhos, seriam:
1. Seria interessante uma melhor definição para as no 
vas coordenadas Ç e n para que permitissem o estudo para índi­
ces de comportamento do escoamento extremamente pequenos inclu­
sive nulo no qual a tensão é uma constante dentro da camada li­
mite.
2. Introduzir a transferência de calor com a inclusão 
de mais uma equação que seria desacoplada das demais.
3. Introduzir o transporte de massa.
4. Fazer o mesmo estudo para interfaces esféricas ou 
ainda estudo de escoamento em torno de gotas.
5. Resolução do mesmo problema usando algum outro mo­
delo que contornasse alguns problemas do "power law".
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APÊNDICE. 1
1. OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES DA CAMADA LIMITE SOBRE SUPERFÍCIES CUR 
VAS
Sejam as equações do movimento em coordenadas ortogo­
nais curvilíneas dadas a duas dimensões por:
£ u _9u9x
9 u  =
ay
,f 9T1 + f2 ' 9
9x 9y
12' .£ 9 P.'11
9 x
(1.1)
p £ u 9v
9x
pv 9v9y
9 P" + £ ' 9
9y oy






Uma analise da ordem de grandeza dos termos que aparecem nas e- 
quações acima, irá mostrar, que alguns deles podem ser despreza 
dos. 0 conhecimento físico do caráter da camada limite, estabe­
lece que a ordem de grandeza da variável vertical é a mesma da 
espessura da camada limite, ou seja 0(y) ^0(6) e que a ordem de 
grandeza da variável x é a mesma de uma das grandezas que defi­
nem o tamanho da superfície ou seja, 0(x) ^ 0(L) onde L ê uma 







0 conceito de camada limite, introduzido por Prandtl 
diz que existe uma região adjacente â parede, de pequena espessu 
ra, onde ocorrem grandes variações dos parâmetros do escoamento.
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Isto significa que 0(6) < < < 0(.L) , ou seja, a espessura da cama 
da limite é realmente muito menor do que as dimensões caracte­
rísticas da superfície. Uma analise da. ordem de magnitude dos 
termos que aparecem nas equações ('1.1) e Cl. 2) fornecera, para 
a equação na direção x
fu iü + í i l  + v 2ü = - i .  + ±  + í (1.4)
3x R 3y P 3x p 3y \ f2 y P '
0 (u)2 ' 0 ( u 2) 0(6) ' 0 ( u 2) _ ' 0 (AP") ' ' 0 (P12 ^ ' 0 ^? 1 1  \
0 (L) 0 (L) 0 (L) 0(p) 0 (L) 0(p) 0(6) 0(.p) 0(L)
De uma forma geral as dimensões da tensão é dada por 




0CPn ) ^ 0 (y) (1.5)
0CPi2} % ° C^  C-1-6)1 L  o c ô )
f u i H . l i L X + v l H , . í l P : + f ! j _  / M  + í ü i i  fl 71
3x R 3y p 3x P 3y \ £2 / P 3X
0 (u2) OÇu2) 0 (6) 0 Çu2) = ' 0 (AP") 0 (u) O(.y) 0(u) OÇy)
0 (L) 0 (L) 0 (L) OCp) O(.L) o(p) 0(ô2) 0(p) 0(L2)
multiplicando a equação (1.7) por e dividindo e multi­
plicando o segundo termo do segundo membro por L, tem-se na di. 
reção x:
£ 3u f u v „ 3u _ f ' P" f 9P11
3x R cTy ~ p l T  p - T T  (1-8)
0(1) o(ô) o(i)= ---2.ÍAP.'-I °Ç.v)' ' :—  oj-L)2"'— ----
0 (c) 0 (u ) 0(p) 0 (u) 0 (L) ô OCp)OCL)O(u)
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Como dimensionalmente pode verificar-se 
dimensões de um numero de Reynolds (Re), 
caso de fluidos não-newtonianos fez-se:
0 00 ^ 0(U)
O(p) 0(u2-n) 0 (Ln) 0(p) 0(u) O(L)
Assim tem-se:
0 ( y )
0(p) 0 (u) 0 (L) tem as 
Extendendo-se para o
f u'lH + I A S  + v ^  _
3x R 9y
' f 3P" f2 3 / P12'T




0 (1) 0 (6) 0 (1) ' ' OÇAP")' 
OCp) 0(u2)
O(-f-) 0(y) 0 (— -)
'Re Re'
0(6) < < 1
O(-í-) < < 1 
Re
O(-) > > 1
6
0(^-) 0(j) ^ 1 
Re <S
Assim desprezando-se os termos com ordem < < 1 em presença dos 
demais temos para a direção x a equação em termos reais:
p f u | H + p v | ! i . - l i - E l L  + ü l i  + lfp' (1.10)
3x 3y 3 x 3y R 12 J
Procedimento análogo ê executado na equação do movimento na di­
reção y:
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£ u ' 9v ______  0 (u2) 0(6)
8x OCL2)
f u2 ______  ^ 0 (u2)
R " OCL)
v 9v ______ _ 0(u2) 0(5)
^  0(L 2)
9 P" 1 ______ _^0 (AP" )
^  P 0(ô) 0(p)
£ 3P12 _______  ^ 0 (y ) 0 (u)___
p 3X 0(p) 0 (L) 0(6)
0(v) Q(y) 
0(p) 0(ô2)
__ ______ _ 0 (u) 0 (y )
R 0 (L2) 0(p)
2






0 (u2) 0 (L2)
0 (L) 0(u2) 0(6)
v 9v
9ÿ 0 ( 1)
9P" 1
9y P
0 ( A P " ) O ÇL 2 )
0 ( 6 2 ) 0(p) 0 (u2)





1 ^ 1 2
P 3x
0 (u) 0 (lü 0 ÇL2) 




' ' o (V ) o Cu) Q(i-Z)
0(.p) O (62 ) O (u2) 0(6)
(1.17)
P R
0(ü) '0 (u)' O-ÇL2)-
0(L2) OCp) 0( u z) 0(6)
(1.18)







3P" 1 + £ aP12 + f ■ 3 /.P.22
*y P 3x p 3y \ f
(1.19)
-L, 0(1) 
• 6 -o r n  o h  V  o ( è ) 0 ^ 2 ° ^ 0 ^ 2 of^0(1) 0(T J 0(-p  ^ 0 (u 2) Ò Re 0 Ke 6 Reô
O(^) >>> 1
°(aP") ■ 0(i)2 » >  1
OCp ) o(u ) ò
1 L 2
o(-~) o(j) ^ i
Re o
----- 2iiü-----  = o (_JL) < i
0(p) 0 (u) 0(6) 'Re6
Assim desprezando-se os termos de ordem < 1 temos a equação pa 
ra y em termos reais:




Para o caso de fluidos não-newtonianos estudados nes­
te trabalho a tensão P' é obtida dei
P' = -{ K /T7:A ; A n-1 }• A (1.21)




1 r 2f(—  + -)] + 2(— ) + [ (f




Um estudo da ordem de magnitude dos termos indicara que:
d u ^ ru 3 "v u. ^ 3 v f\\ • (5 -N c i 'i “7 ~\
* ■ô ■ ~ 0[t) ■ - 0 cl-23>
logo iü »  11 »  ii {1.24)
9y 9y 9x
ainda, 0(f) ^ 0 ( ^ )  , 0(H) ^ 0(£) (1.25)
R R K
logo 0(H) >> 0(1) (1.26)
porem 0 (|-^ ) < ^ (ã medida que R cresce essa relação não
ò y  *" R
mais se verifica). (1.26)
As conclusões de (1.23) a (1,26) levam finalmente a
Para os tipos de problemas estudados nesse trabalho, 
> 0 e não esta sendo ultrapassado o ponto de separação, As- 
elimina-se o modulo e a expressão (1,28) fica:
APÊNDICE 2
ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES
1 - Equação da Continuidade
Definindo-se as novas variáveis: u =
^ í 1* Q í P Q _




(U(x) . u) _ 3 _
3y
(U(x) . v) + f U(x) . v 
R
f u iüíil + f u(x) + U(x) ^  - O M z
3a 3x 3y , r









( 2 0 N vw
3U(x) = d U(x) = d U (x) _ 3Ç 







- - 1  - - 1  





V vwn ’ (-2^  3n n
v = ---- vT " ----------  • f • u — (2.5)
(2Ç)N - 2  3x 
. UCx)n"
substitui-se (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5) em (2.0) e após 
certo algebrismo tem-se a equação da continuidade na seguinte 
forma:
(2£) 2N f + (2Ç)2N f u — —  d -Hfo) . (-2-n~.2^  
H  U(x) dÇ n
+ IX + (2ç)2N u J L ü  + í_v __ o C2.6)
9n ç Rn
— -1
onde Rn = ..
KT l
(2Ç) v n
2.2 - Equação do Movimento
Dada a equação:






t Kn (|H - (Ù; - M 2 + —  f2'' +
9y R 9y2 R 3y R2y
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+ 2K 3u f u\ £ 
3y R / R
utiliza-se como no caso anterior as relações: (2.1), (2.2), (2.3), 







obtendo-se após algumas simplificações a equação do movimento 
em sua nova forma:
(2Ç)2N f u + V |H = (2Ç)2N — í—  M I * I  { 1 - u2 +
9n U(x) dÇ
+ 2
n f 2 f u2 n(-- 1)
£ u  dn + ----- - S ----_ }  +
Rn R n
rn




3u f u 
3n Rn
V u f 3u + f u
3n2 9n R n :
n
3u f u
(2Ç) N(n-l) V n Rn,
Rn
(.2.7)
Aparecem no segundo membro os termos devido a pressão, curvatu­
ra, sendo que os dois últimos representam a tensão viscosa.
APÊNDICE 3
3. DISCRETIZAÇAO DAS EQUAÇÕES
3.1 - Equação da Continuidade
Por conveniência discretiza-se essa equação em torno
do ponto P - 1. . 1_ . Parte-se da equação (2.6) do apêndice 2 e
1 7  ’ -1 ~ 2tem-se:
2N
2N l 1 d U(x) ç2n-2s 
~2 U(.x) dÇ n
2N
2
+ f - . 1 . _ 1 -------
1 2 ’J 2 Rni+l
(3.1)
2
onde: £-.1 = ~ 0.5 A £i+— 1+1 ^
1 d U ( x ) 
U(x) dç í+T
= TPRE (termo de pressão)
2N
C 2 0 i+I
2
2N
Zíq +. ç..+ 1) 2N = CSIM
£. 1 . 1 = 0. 25 (£. . + f. -, . + f.. . , + f.^ -, . J  = EFEME 
Í ' J ~ 2  1,J 1 °  i-J-l i + l,j-lJ
|| ■ = (ui+i,j + V i j - i  - - ui,j)/2 AÇ = DEUVXC
i+2-j-I
V, , 1 ; - V, , 1
9ri
inj-l A n j
u
V. 1 -_1 = (V. 1 • + V. 1 • ,)/2 = (VELM2 + VELM1) 0.5
i 2 ’ J 2 1 2 ’ ^ 1 2 ’ ^
j , - (ui * u  + ui+i.j-i * “i.j + u í j -ij/4 ■ UVEMC 
Í+2-j-2
Com essas relações a equação (3.1) fica:




CON = - An_j _x • CSIM • EFEME { DEUVXC +
+ [ UVEMC • TPRE . (^r-^)] + (---— ) }
2 Çi + 1 - 0.5 AÇ
0.5 EFEME An-
CP! = i + ------------- 1Z±
RETM
0.5 EFEME An-
CF2 = -------------- 1
RETM
3.2 - Equação do Movimento
Dada a equação (2.7) do apêndice 2, a discretização a
gora ê feita em torno do ponto P . 1 . :
1 2 , J
2N
( H ) i + l f. 1 .
1 + 2 ’J








(25)^1 £ 1 1 áüÍ5l
1 2 2'J U(x) dç
{ 1
i+I'j
(u ). 1 . + 
1 + 2 ’J




f - 1 - (u2). 1 . n- (--1 i+7 ,j 1+1,3 3 vn J 




(2O i + l 
2
f.^1 -{ f u 
Rn
dn
i + i j
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£ j  . 1 
2
(u ) u l






1 + 2 ’J




i + i j







(f ) . 1 • u. 1 . 








1+r J 1+r 3
Rr|i+I 
2





Os termos com integral são transformados em somatorios:
i-n rn rn
í 2 f U A = {
4T 2 
“ dr| +
í 2 f u
Rn
•*0 ■i+± j 2,J J
Rn













2Rni Cf- (u2) • i ,p ;i,p
















i + 1 , j
f u
Rn
De acordo com as relações (3.10), (3.11) e (3.12) do capítulo 3 
temos :
3 r 9 u 
9n 3~n
1 + 2 ’J
ui+i,j+i ~ uí+l,j + ui ,j + i ~ u i ,j 
(Arij * Anj.j)
u
i +1, j ~ 1




i , j -1




u. + u • , - u. . , - u . , . ,








i + í j
AC
Introduzindo-se essas relações em (3.3) e separando para a es­
querda os termos contendo u.,, . , ; u. , u. , . e para n í  + l , 3 + 1  1  + 1 , 3 ’ í  + l , 3 - 1  y
a direita os termos contendo u. . u- •; u. • bem como os
1 , 3 + 1 ’ i,3 1 ,3-1
demais termos restantes chega-se a equação (3.13) do capítulo 3,
que forma um sistema tridiagonal de equações lineares:
A- u.. . . + B. u . i • + C. u.. . . = D. 3 í  + l , 3 + 1  3 1  + 1 , 3  3 í  + l , 3 - 1  3
onde os coeficientes ficam assim representados:
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e :
/V = VÊEM (g ) _ TVl + TV1 . EFEM(J)
j 2 . DELSUM An^ . DELSUM 2 . RETM . DELSUM
TVlB = CSIM . EFEMÇJ) • UVEM + TVl ■ + 
j AÇ A n j DELSUM A n j x DELSUM
C = - VE LM (J) _ TVl ______ TVl . EFEM (J)
 ^ 2 . DELSUM An• 1 - DELSUM 2 . RETM . DELSUM
1-1
VELM(J) = V.^l • 
i+-,J2
DELSUM = fAnj + At1j_1
EFEM(J) = f. 1 .
1 + 2 °
RETM = Rn-^1 - 
i+— , J2 J






DEUYET - EFEM(J) . UVEM
1 \ RETM
onde DEUYET = —
3n
i + í j
D = ( -VELM(J) + TVl________TVl EFEM(J) u
 ^ \2 DELSUM Anj DELSUM 2 RETM DELSUM/ 1 ^ +1






TV1 \ u + ( VHLM (J) + TV1 
An ^ _ x DELSUM/ I ’î \2 DELSUM A n ^  DELSUM
2
+ TV1.EFEM (J) \ u + TV1.UVEM.EFEM( J)
2 DELSUM.RETM/ I ’î ~ 1 RËTM2
______2
+ [CSIM.EFEM('J) <TPRE (.1 - UVEM + SOMM + Tl] + 
+ [CSIM.EFEMCJ) • (DIF - T2)] + TV2
1 j  Anü
SOMM = -i- E -- 2- (£• r 2-, + £. . , 2. )
2 p=2 2Rni 1-P(U i.P-Hu
+ i  *
AnIL
o o n  ^ i  + 1 ,P (u2) .p=2 2 R n i + 1 J i + l,p
j A%  / ____ 2 _____ 2
SOMM = E --- E__ / EFEM(p) UVEM + UVEMJ . EFEM(p-l)
p= 2 2 RETM V
UVEMJ = 0.5(u. -, n + u. n)  ^ i+l,p-l i,p-l'
UVEM = 0.5(u. , + u. ) u î+l,p î ,p'





EFEM(J) UVEM n- N
T2 = ---------------- 1--





p=2 2 Rni+1 1+1<P(U 3i+1)P 1+I,p-I(u )i+1)P_1
) -
j An
£ ---(£• r 2. + f. , r 2, )
i ,p (u )ijp 1.P-K.Up=2 2 Rn^
n
DEUYET
(20 N(.n-l) Î + 2.J
EFEM(J),UVEm\ EFEM(J) 
RETM ) RETM
